Prontuario di Analist

(per Ingegneria)

%["ﬂ) £'(20) = lim Ry(zo,c) = lim f(=) —f(=0)

E—hED T —@p

Ey)=y™ + anapy" ' + ...+ oy + ooy = f(2) /f“f[t}&=ff[t)&+fuf[f)*

s(t) = [{ ||(r)]|dr

N\

‘ f""mxle)‘b = E+5i‘1[:) cos(z) +e

(Pratico Andrea)



Indice

I Analisi Matematica 1
1 Derivate e Primitive
2 Formule e Relazioni Generali

3 Formule Trigonometriche
3.1 Somma di Angoli . .
3.2 Formule di Bisezion 15
3.3  Formule di Prost ... 16
3.4 Tormule di Werner o Sx 35, 0 o4 2d . &80 0 0 16

Formule Vol ren S Ear s ey . 16

18
............ 18
.............. 18
............... 18

19
.................... 19
..................... 21
..................... 21
...................... 21
........................ 21

22
.......................... 22

Limiti di Successioni . . . . . .. ... ... ... ... 22
2 Limiti di Funzioni . . . . . . ... ... ... ..... 23

6.2 Definizioni . . . . . . . . . ... o 24
6.3 Teoremi . . . . . . . . . . . . .. 26

7 Continuita 28
7.1 Definizioni . . . . . . . . . .. 28
7.2 Teoremi . . . . . . . . v v i e e e e 28



INDICE 4

13.7 Differenziabilita . . . . . . . . . ... ... oL 64
13.7.1 Definizioni. . . . . . . . . . . ..o 64
13.7.2 Teoremi . . . . . . . . . . .. ... 64

13.8 Punti di Massimo e minimo Relativi . . . . ... ... .. .. 67
13.8.1 Per funzioni di 2 Variabili . . . .. .. ... ... ... 70

13.9 Punti di Massimo e minimo Vincolati . . . . .. .. ...

13.10Funzioni Implicite . . . . . . . .. . ... .. ... .. T2

14 Equazioni Differenziali

14.1 Definizioni . . . . . . ... ... ... ...
14.2 Problema di Cauchy . . . ... .. ...
14.3 Problema ai Limiti . . . . . .. ...
14.4 Equazioni del Primo Ordine . . . .
14.4.1 Teoremi . .. ... ...
14.5 Studio a-priori ed a-posteriori
14.6 Equazioni Differenziali Li
14.6.1 Equazione diff. Li
Continuo
14.7 Equazioni Differe

Costanti . . .

83

..... 84
....... 84
......... 85
..... 85
............ 85

88
................ 88
........... 89
................. 93
oo oo 96
....... 96

97

sgralidi Linea . . . . 0 0 00 0000000 104
16.4 Integrale Doppio . . . . . . . . ... . ... 105
16.4.1 Calcolo dell’Integrale Doppio . . . . . . .. ... ... 106
16.5 Integrale Triplo . . . . . . . .. .. ... oL 110
16.5.1 Calcolo dell’Integrale Triplo . . . . .. . .. ... ... 111
16.6 Integrale di Superficie . . . ... ... .. ... ... 117
16.6.1 Calcolo dell’integrale di Superficie . . ... ... ... 117



INDICE 6

21.4.3 Esempio di Antri-Trasformazione . . . . . . ... ... 164

21.5 Applicazione della Trasformata di Laplace . . . . . . ... .. 166

22 Funzioni Complesse 167
22.1 Olomorfia . . . . . . . ... 167
22.2 Seriedi Potenze . . . . .. ... Lo 168

22.2.1 Calcolo degli Integrali Principali di Cauchy

23 Esponenziale di matrice
23.1 Parte Teorica . . . . . .. ... ... ....
23.2 Impostazioni preliminari . . . . . . . . .
23.2.1 Primo Metodo . . . ... ..
23.2.2 Secondo Metodo . . . . ..

23.3 Esempio di Calcolo . . . . . ..
23.3.1 Applicazione del Prim
23.3.2 Applicazione del Se

24 Serie di Fourier
24.1 Introduzione. . . . .
24.2 Sviluppo . . . . AR TR ST D AT e T L 184

24.4 Sistema Ortogonaledn [—¢ ¢| &1 . wm v ™ . o .. ... 186
i me della serie

192

ell’ Analisi 194

195
...................... 196

198

203

D.1 Ricerca dell’intervallo di esistenza delle Radici Reali con meto-
dodiRuffini. . . .. ... ... ... 203

D.2 Ricerca delle Radici Reali con metodo della Successione di
Sturm . ... 207

E Superfici Tridimensionali 211






CAPITOLO

1. DERIVATE E PRIMITIVE

Primitive di Funzioni Elementari

arctan(z)

Funzione ‘ Primitiva
a€eR a-x + K(K = costante)
2 pe)
tan(z) —In| cos(z)]
a® (a € R) ﬁ
In(z) z-In(z) —z
arcsin(z) z - arcsin(z) + V1 —
arccos(x) x - arccos(zx) —
x

-arctan(x)

10




CAPITOLO 2. FORMULE E RELAZIONI GENERALI 12

(Composizione di Funzioni Inverse)

(go )™M a) = (frog @)= (9(f@)™ =g ()  (26)

(Binomio di Newton)

(a+b)" = i (Z) gk pnk

k=0

(Binomiale n su k)

logy a

log b
log, b = loia (2.18)
(a+b)* = a® + 3a*b + 3ab* + b° (2.19)

a® — b3 = (a — b)(a® + ab+ V?) (2.20)



CAPITOLO 2. FORMULE E RELAZIONI GENERALI 14

(Disuguaglianza Triangolare)
z+yl <] +y| (2.38)

4yl = [lz] — Jyl| (2.39)

n

(2n)!t =n!- J[(n+1)

i=1

(2.40)

EFnm® < (n)EL wn>m e N




CAPITOLO 3. FORMULE TRIGONOMETRICHE 16

3.3 Formule di Prostaferesi

sin(a) + sin(8) = 2sin(2=L) - cos(2 ! f (3.7)
cos(a) + cos(f) = 2cos(a + ) - cos( ; ) (3.8)
cos(a) — cos(B) = —2 sin(a + ﬁ) . sin(a ; ﬁ)

an(a) + tan(g) — (@ £8)

tan(a) £ tan(5) cos(a) cos(p)

3.4 Formule di Werner

sin() cos(3) = %[Sin(a 1 8)+
(3.12)
(3.13)
3.5
/2) cos(x/2) (3.14)
s(z) = 2sin®(z/2) (3.15)

tan?(z)

)= 1 (o) (3.16)

- H%HQ(T) (3.17)

(3.18)

Asin(wt) + B cos(wt) = C'sin(wt + ¢) (3.19)
contan(cp)z% Czﬁ:%:m

Asin(wt) + B cos(wt) = D sin(wt + 1) (3.20)

con tan(d)) = 7% D = coSlelf) - 7sinf(l1/)) - \/m



Capitolo 4

Geometria Element

Qui di seguito, vengono riportate alcun
equazioni di luoghi geometrici bidime
di uso frequente:

4.1 Circonferenz

C=Centro della circo ax+by+c=

b
y = £—x (Asintoti)
a

18



CAPITOLO 5. SERIE DI SUCCESSIONI 20

Teorema 4 (Criterio della Radice) Sia Y. a, una serie a termini pos-
itivi (an > 0:Vn € N). Supponiamo che esista il

lim {/a, =L€eR

n—-+00

Si hanno i sequenti casi:

e Se L <1, la serie ZZS a, converge.

o Se L > 1, la serie .7 a, diverge.

n=1

e Se L =1, non si puo affermare nulla.

Teorema 5 (Criterio del Rapporto) Si
positivi (ay, > 0:VYn € N). Supponiamo c

Si hanno 1 sequenti casi:

e Se L <1, la serie

e a termini positivi
Sione decrescente); sia inoltre

ergenza Assoluta) Se
+oo
D lan|
n=1

converge, allora

COMVETgeE.



Capitolo 6

Limiti

In questo capitolo, verranno trattati i li
ativi al calcolo dei limiti.

6.1 Limiti Notev

6.1.1 Limitidi S

(6.3)

(6.4)
(6.5)

(6.6)

(Definizione del Numero di Nepero “e”)

e— lim (142 (6.7)

n—-+o0o n

22



CAPITOLO 6. LIMITI 24

6.2 Definizioni

Definizione 1 (Limite di una Funzione Reale) Data una funzione reale
f(x): D = R (con D=dominio di f), si definisce: limite di f(x) per z che
tende ad xo (con o punto di accumulazione ' per D) il valore | € R tale che,
VJ(1),3(zo) : f(I\{zo}) C J cioé: “per ogni intorno J di l, esiste un
intorno I di x con zero, tale che l’immagine, tramite escluso
x con zero, sia contenuto in J.

Definizione 2 (Massimo e minimo Limite) Sia
definita in D \ {z¢}. Per ogni intorno V(xq), si p

Data la Sfera di centro xq e raggio

= limm(S’(mg,T)> = (6.17)

r—0

L = lim M(S(mo (6.18)
r—0

Da notare che qu 1ste sempre l’estremo

inferiore e e e essere:

inate) Sono quelle forme, per cui non é
2 4 teoremi sulle operazioni con i limiti; esse

+oo 0 a
-, (+o0): -~
400’ 0 (F00); 0" 0

ima relazione, essa € indeterminata nel caso in cui il

)

ida a zero senza che il suo segno sia definitivamente positivo

1« . . N . . . .
si ricordi che zg € di accumulazione per D, se e solo se: Vr > 0 : r € R si abbia

{lzo — rimo + r[ND\ {zo}} # ¢
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6.3 Teoremi

Teorema 8 (Esistenza del Limite) Sia f una funzione, definita in tutti
i punti di un intervallo |a,b|, tranne al pitu che in un punto xy €la, b|.

La funzione f(x) ha limite A € R per x — xq, se e solo se il limite destro e
sinistro di f(x) per  — xq, esistono e coincidono entrambi con, \.

lim f(z) =A< lim f(zr)= lim f(z)=2A\

=T Tz T,

Teorema 9 (Unicita del Limite) [l limite di
infinito), se esiste é unico.

Teorema 10 (Monotonia del Limi
funzioni reali definite in un intorno
amo che esista un intorno U(x

Se

allora A < p.

Teorema 11 ma funzione reale defini-
ta in un in pponiamo che f(x) abbia

limite \ llora esiste un intorno U(zg)

miti finiti) Siano f e g due funzioni
tranne al piv che in xg € R, e due numeri
.stano finiti 1 limiti di f(x) e g(z) per x — g,

)=LeR lim g(z) =M e R

T—Tq

lim (M\f(z)+ pg(z)) = AL+ uM

T—T0

Teorema 13 (Criterio di Cauchy) Sia f(z) una funzione reale definita
in un intorno di xg tranne, al piu che in xo. La funzione f(x) ha limite
finito per x — xg, se e solo se:

Ve >0,30>0: |z — 20| <d,]y —yo|l <d=|f(z) — fy)| <e



Capitolo 7

Continuita

7.1 Definizioni

Definizione 6 (di CONTINUI
abile reale, definita in un sottoi
i xg € D, se e solo se:

Ve > 0,30(e) >0: |z —x

Definizione 2 che f ¢ Uniformemente

continua 1

Ve >0, f(x) = fy)l <e

a) Si dice che f ¢ Lipschitziana
" |f (=) = fW)| < Llz —y[Vz,y € D.

a e Lipschitzianita) Ogni funzione lipschitziana
continua in D; ogni funzione uniformemente continua

(Operazioni) Siano f e g due funzioni reali definite e con-

tinue in un punto xqy; allora
1. La funzione (f + g)(x) = f(z) £ g(x) € continua in xg.
2. La Funzione (f - g)(z) = f(x) - g(x) é continua in xy.

3. Se g(xg) # 0, la funzione (5) (z) = % e continua in g

=

28



Capitolo 8

La Derivata

8.1 Definizioni

Definizione 9 (Rapporto Incr
ni coppia di punti distinti x,
rapporto incrementale di f,

Definizione
f(z)—f(z0)

T—x0

crementale Ry(xg,x) =

g, il sequente limite:

lim f(z) — f(z0)

T—T0o r — X

ioni della Derivata) Per rappresentare
e 1 sequenti simboli:

Df(zo)  f(zo)

siste nel terpretazione geometrica di uno dei concetti fondamentali del-
I’Analisi Matematica, per quanto concerne le funzioni reali di variabile reale.
La stesura di tale concetto, verra effettuata, a partire dal concetto di deriva-

ta.

30



52



CAPITOLO 13. FUNZIONI DI “N” VARIABILI o4

13.1 Definizioni Importanti

Definizione 17 (DISTANZA) Dato un insieme A C R", si definisce Dis-
tanza in A una qualunque funzione d : A x A — R, che soddisfi le sequenti
condizioni:

i) Vz,y € A;siha d(z,y) >0; ed(z,y)=0&z=y

ii) Vr,y € A,siha d(z,y) = d(y,z) Proprieta Sim

ii) Vz,y,z € A;siha  d(z,y) <d(z,z) +d(z,y)

Distanza Euclidea Fra le infinite distanze ¢
Distanza Euclidea, la funzione d(z,y) = ||z
z7a).

Definizione 18 (Sfera) Si defini
indica col simbolo S(zg,r), il se

i) S(zo,7) = {QER” :

ii) Seo.r) = {z

La sfera viene
metrica non g
utilizzata,
tonda.

, e la sua forma geo-
alla particolare distanza
ora la forma della sfera é

zione) Dato un insieme A C R",
> per A, se e solo se VS(xg,7) si ha:

cumulazione di A, viene indicato con d(A), e

rno) Un insieme I CR", si dice “Intorno” di xy, se

i) Ir > 0:S(xg,7) C I

Osservazione 2 le Sfere sono intorni di ogni loro punto. Ogni Teore-
ma valido per gli Intorni Circolari (Sfere), é, quindi, valido per qualsiasi
Intorno.
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Teorema 40 (delle Operazioni) Siano f,g: R" — R, due funzioni def-
inite in D C R", e sia 9 un punto di accumulazione per D, siano inoltre
A € R; ose

lim f(z) =04 e lim g(z) =1

L0 - Z—z0 = =

allora si ha:
lim (A[ (z) + Mg(z)) = Al + ply

z—a0

Teorema 41 (delle Funzioni Limitate) Siano f,g :
zioni definite in D C R", e sia xo un punto di

Sse
lim f(z) =0

T—To

e g ¢ limitata in D, allora

lim f(z) .

z—a0

Teorema 42 (Unicita del Li
D CR", e sia xg un punto dj

allora, necessariame

definita in D C R"
rone per A.  Allora, se

Teorema 43 (

restrizione di f effettuata in A.
10; cioé se limy 4, fla(z) =1, NON E’

nti, la seguente osservazione & di grande
la risoluzione dei limiti in piu variabili.
PORTANTE) Il precedente teorema pud essere uti-

modo: si trova il limite di una restrizione particolare di
ite. Allora il limite di f su D, o e l, oppure non esiste.

Teorema®4 (Numero finito di Restrizioni) Sia f : R" — RF definita
in D CR", e siano Ay, As, Az, ..., A, un numero finito di restrizioni di D,
tali che Ui~y Ai = D\ {z0} e mo €N, d(A); allora:

lim fla(z) =1 (Vi=1,2,3,...,m) = lim f(z)=1

Tz~ w0

N.B. 1l teorema ¢ valido soltanto nel caso in cui D abbia un numero finito
di restrizioni, e non vale se D ne ha un numero infinito.



CAPITOLO 13. FUNZIONI DI “N” VARIABILI 58

13.3 Metodo di risoluzione dei Limiti, per passag-
gio a Coordinate Polari

Sia f : R2 — R; in alcuni casi ¢ utile rappresentare le variabili z ed y, in
coordinate polari, ponendo:

{ x =1x(p,0) = 0+ pcos(h)
y =y(p,0) = yo + psin(9)

Si indichi con f(p,#) la funzione ottenuta, sostitue
le corrispondenti espressioni in coordinate polari
Se si riesce a maggiorare la funzione |f(p, 0)—I|
SOLTANTO da p (sia ¢(p) tale funzione
porre:

|f(pa 0) -

e se si ha che

allora si puo affermare ch

134 P 1 un Limite

e un limite, e trovare il campo
> f(z), sia D tale insieme.

a particolare restrizione A C D, scelta
e calcolo. Il limite cosi calcolato, NON
a un “candidato” limite, cioe, il limite o &
non esiste (applicazione dell’osservazione

a trovare una restrizione adeguata, per dimostrare che
esiste (trovando due restrizioni con limite differente), &
che il limite, invece, esista, e sia proprio quello trovato nella
; ne A; quindi si proceda con l'utilizzo dei teoremi sui limiti, o
con il metodo del passaggio a coordinate polari.
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13.6 Derivabilita

13.6.1 Definizioni

Definizione 24 (Derivata lungo una direzione) Sia f : R" — R, defini-
ta in un insieme D C R", allora f e derivabile in xg € D nella direzione v

(dove v ¢ tale che ||v| = 1) 2, se esiste finito il

f(zo+1t-v) — f(z0)
tgé t

il limite si chiama “derivata” di f in xq, lungo

con,

Definizione 25 (Derivata Parzi
dente, se si prende v = e; (cioé
la derivata, prendera il nome on UNo
dei sequenti simboli:

Definizione ite di f : R" — R, il
sequente ve

un vettore n-dimensionale, il simbolo V si legge

2y & un versore
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Definizione 29 (Matrice Hessiana) Data una funzione f : D — R
(D C R™), di classe C? in D; si definisce matrice Hessiana calcolata in

zg € D, la sequente matrice:

?f _of  _9f _o0F

8;1:% O0x101T2 Ox10x3 Tt 0x10xz,

82f ﬂ 82f 82f
Ox00x1 8;1:% O0x2013 e O0x20x,

Hp(m) = | 00 o4 &

dx3011 dx30x2 am%

02 f 02 f 02 f
01Xy 01 0Ly 01 0T

(dove le derivate parziali sono calcg
Da notare che, se f soddisf
Matrice é Simmelrica.

Osservazione 5 La derg 10ili, nom im-
e parziali in un
#ssere neanche con-

plica niente, cioé un
punto xg, o derivat,
tinua in xo!
Per questo,
di derivat

‘estensione del concetto

3Vedi Teorema n.50, pag. 63
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13.7 Differenziabilita

13.7.1 Definizioni

Definizione 30 (Differenziabilita delle funzioni scalari) Una funzione
[ R" = R, si dice differenziabile in un punto zq, se esiste una funzione
Lineare L : R* — R (dipendente da xo) tale che

o Flaoth) = Fla) = L(B)
w0 2]

=0

Se f é differenziabile in ogni punto del suo domini
differenziabile in D, e la funzione lineare L pre
di f in xzq.

Notazioni

Differenziale Parzi

(13.4)

(Prodotto Scalare)(13.5)

ria alla Differenziabilitd) Se una fun-
T, allora é continua in xg

delle Funzioni Differenziabili) Se una fun-
I un punto xqg, allora é deriwabile lungo ogni di-
nsegquenza, ammette derivate parziali in xg.

Da questi teoremi, si deduce che la Differenziabilita di
¢ estensione formale del concetto di derivabilita, visto per
eali di variabile reale.
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I rapporti fra i concetti di differenziabilita, derivabilita e continuita, pos-
sono essere riassunti nello schema seguente di implicazioni logiche, nel quale
sono distinti il caso del dominio multidimensionale da quello del dominio
monodimensionale.

Differenziabiliti | —>

Continuita

Derivabilita

Continuita

Figura 6 - (Caso Monodimensionale)
Le implicazioni che non compaiono, sono False




CAPITOLO 13. FUNZIONI DI “N” VARIABILI 68

Teorema 60 (Punto di Massimo) Sia f : A - R con A C R", una
funzione di classe C*(A). Sia zo € A un punto Stazionario per f.

Si indichi con H(zg) la matrice Hessiana di f calcolata in xo; affinché xg
sia di massimo relativo:

e ¢ necessario che Yv € R" risulti (H(a:_g) ‘v v) <0.[%

e F’ sufficiente che Vv € R, v # 0 sia (H(:B_g) -Q-Q)

?Si dice che la matrice Hessiana & semi-definita negativa in zgo
1 g . . N . . .
%Si dice che la matrice Hessiana & definita negativa in zo
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13.8.1 Per funzioni di 2 Variabili

Sia f(z,y) una funzione di classe C*(D) con D = Dominio di f. Sia zgo

un punto stazionario per f; sia Hp(zg) = < Jaw Jay ) I’'Hessiana di f
T fyac fyy

calcolata in z; si ha che:

1. se detHy(xg) > 0 e se fyu(xo) > 0 allora z € di MINI ivo per
f-

2. Se detH(zg) > 0 e se fuu(zg) < 0 allora zg €
per f

3. Se detH¢(z0) < 0, allora z & di SELL

4. Se detH(zg) = 0, allora non si pug
il segno di f(z) — f(zo).
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13.10 Funzioni Implicite

Teorema 62 (del Dini) Sia f(z,y) : R?2 — R, continua e derivabile rispet-
to ad y in un insieme aperto D. Sia f(zo,y0) = 0 e fy(zo,y0) # 0; allo-
ra esistono due intorni U = (zg — d,z9 +0) e V. = (yo — 1,90 + 1), con
0,m € R:d,n > 0; tali che valga la sequente proprieta:

Ve € U, 3 un soloy € V: f(r,y) =0

Owvero esiste una funzione ¢ : [xg — §, 29 + 8] — [y
f (.7:, <p(7‘)> = 0; e si dice che f(z,y) = 0 definisce i

y = @(x), cioé Uinsieme degli zeri di f, é un g

Teorema 63 (Differenziabilita della
si del teorema del Dini, si ha che:

1. ¢ ¢é continua in (xg — 0, x¢

2. Se f. € continua in D,

Corollario 2 (Differ
s1 del teorema del Dy

a) Nelle ipote-
I classe C*(D).

n intorno di zg = (zo,vo),
¥ un arco di curva semplice e

¥ il grafico di () nel punto zg = (20, %0), €

U — 10 = ¢(z0) - (x — m0)

_Ja (z,y)

[REE I’'equazione precedente, puod essere scritta
Yy 38

fe(20,90)(z — m0) + fy(20,%0)(y — y0) =0

'2Una curva semplice e Regolare & una curva che ammette, in ogni suo punto, retta
tangente
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CAPITOLO 17. FORME DIFFERENZIALI 121

Figura 34 - Insieme Sconnesso

| v ¢Q

Definizione 71 (Potenziale Scalare) Sia dato un campo vettoriale
F : R" — R”, definito in un aperto Connesso Q0 C R"; si dira che la
funzione scalare f : R" — R é un Potenziale Scalare di F, se, e solo se,

Vf=F



CAPITOLO 17. FORME DIFFERENZIALI 123

Definizione 73 (Rotore) Dato un campo vettoriale F € C1() dove Q C
R™ ¢ linsieme di definizione di F, si definisce Rotore di F il sequente
Vettore:

G &2 & En

- 0 9 9 0

rot (E) | Oxz1 Oz2 Oxz " Ozn
P F, Fy ... F,

Dowe i vettori e; sono i versori della base canonica di R",
e con il solito abuso di linguaggio, si puo scrivere:

rot(F) =V x F

Definizione 74 (Campo Conservativ,
servativo se, e solo se, l'integrale su qu
regolare ¢ nullo, o equivalentemen
aperta, sufficientemente regolare,
particolare curva .

Teorema 92 (Condizi are) Condizione

necessaria e sufficy are di un campo
1l campo stesso sia

onnesso) Un dominio
2 solo se, ogni curva chiusa
eramente contenuta in €.

io Semplicemente Connesso) Sia
semplicemente connesso, allora con-
ffinché il campo ammetta potenziale scalare

po Radiale) Un campo vettoriale F, si dice radi-
|lE|| dipende soltanto dalla distanza dal polo, e la sua
cioe coincide con quella della congiungente il polo, con

’
le’,

e applicato il campo.
L — Zo
F(z) = o(lz — zol) — = ¢(llz — zoll) (z — 20)
|z — zoll
Corollario 6 (Potenziale scalare di campi Radiali) Ogni campo vet-
toriale Radiale, ammette potenziale scalare.
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Definizione 78 (Orientamento Frontiera) Dato un insieme Q C R?, la
cui frontiera sia un arco di curva regolare; si indichera con +0) la fron-
tiera orientata positivamente. Il verso positivo é quello di percorrenza di un
“omino” che vede la regione dell’insieme §2, alla sua sinistra.

17.2.1 Formule

Siano f e g dug
R?; allora si

n dominio regolare di

Definizione 79 (Divergenza in R?) Dato un campo vettoriale
F:R? = R? di classe C'(Q2 C R?), la Divergenza di F, ¢ data da:

Dove, con Fy = Fy(z,y) ed Fy = Fy(x,y) si sono indicate le due componenti
di F.
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assumere una conformazione spiraleggiante in una regione sufficientemente
piccola del dominio del campo F. Se in tale regione, le linee di forza as-
sumono tale conformazione, allora rot(F) # 0; se, invece, non assumono
una conformazione spiraleggiante, allora il campo si dira Irrotazionale, e
sara rot(F) = 0.

(Vedi figure seguenti)

Zona 1

=0

Figura 38 - Rotore: in Zona 1 rotF = 0,
in Zona 2 rotF # 0
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Corollario 7 Sia dato un campo vettoriale di classe C' in un aperto rego-
lare Q, e sia xg € Q; allora si ha:

)
divF(zo) = lim _—F05@or)

r—0+ m(S(@, 7‘))

Dowve m(S(mo,r)) ¢ la misura della Sfera di centro xq e ra

D 95(20.r) = /85(m T)E-
Jo5 (o,

Osservazione 35 Si puo dire che: divF =
uscente dalla frontiera di qualsiasi Domsa
N.B. Non tutte le superfici chiuse
del campo vettoriale, sono la frontier

ﬂ+d

Teorema 96 (di Stokes) Siaq
un dominio aperto €2, e sia

e a due facce , immagine R?. Allora
e:
O,y (rot(F)) = Fidz+ Fody+ F3dz

+BZ

ra 39 - Verso positivo di una superficie e del suo Bordo

Per fissare I'orientamento della superficie 3, si indica con n, il versore
normale a ¥ che punta dalla parte della faccia, convenzionalmente, positiva.
Per I'orientamento del Bordo, si consideri il versore n, preso in prossimita
del bordo di ¥; il verso positivo di BY (indicato con +BY) & quello che,
visto da n,, punta in senso antiorario.



CAPITOLO 17. FORME DIFFERENZIALI 131

Definizione 86 (Dominio Stellato) Un dominio Q) si dice stellato rispet-
to ad un punto xg € ), se il segmento che congiunge xo con qualsiasi altro
punto x del dominio, é interamente contenuto in §2.

Teorema 99 (Insiemi Stellati e Semplicemente Connessi) Ogni insi-
eme stellato, é semplicemente connesso. Non € vero il vicevers

un cam-
la-

Teorema 100 (Potenziale vettoriale e domini stella
po vettoriale F € CY(Q) dove Q ¢ un dominio apert
to rispetto al punto z(, allora se divF = 0,
potenziale vettoriale in ().
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18.1.1 Quando 2 NON ¢ CONNESSO

Se F ha come curve singolari, rette o curve illimitate (che si estendono al-
'infinito), allora © non ¢ Connesso (N.B. Insieme Connesso ed Insieme
Semplicemente Connesso, sono due concetti distinti); allora non ha senso
ricercare il potenziale scalare in (2, globalmente, ma spesso, si puo suddi-
videre {2 in tanti insiemi €2y, ,..., {2, connessi, tali che
ricercare il potenziale scalare di F' in ciascun insieme 2;.

18.1.2 Quando €2 non & Semplicemente C

Si possono adottare i due seguenti metodi:

1. 1l seguente metodo & alquanto rischios
errori anche molto gravi; tuttavia es
per assicurare I'esistenza del pote
calcolarne 'espressione mate
Anche se non si ha la gara
si calcoli comunque (ve
in un insieme Q, D
potenziale scalare

oppure
" ammette

scalare di re tale potenziale! In
ato nel seguente punto 2

erifica che €2 non corrispon-
emente connesso), ma vi siano
piano in cui il campo vettoriale &
e la seguente natura:

e tutti quei punti di R? in cui F non &
ei punti che annullano il denominatore delle

Curve Chiuse in R?

i o Curve aperte limitate

:asi si rende necessario il calcolo della circuitazione del campo
ale F, lungo una qualsiasi curva chiusa y interamente contenuta
in Q, che circondi il ‘buco’. Se lespressione matematica del campo
vettoriale € piuttosto complessa, si puo considerare come curva -y il
quadrato che circonda il ‘buco’.

Bisogna, quindi, calcolare
gl
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Potenziale Vettoriale

In R? il potenziale vettoriale di un campo F, & un vettore ortogonale al piano
a cui appartiene F'; quindi, contrariamente a quanto ci si possa aspettare,
dato un campo vettoriale F definito in un sottoinsieme di R?, il potenziale
vettoriale (se esiste) di F, & un vettore di R?, dato da:

G=1| 0
G,

11 calcolo di G consiste quindi, nel solo calcolo
vedere se F' ammette potenziale vettoriale, os

1. Si determini I'insieme di definizi
2. Si verifichi che F € C''(Q).
3. Si calcoli divF.

4. Se divF =0 V(4

ammette, sicura-

aniera descritta in 18.1.4

enziale vettoriale, e la ricerca

nsideri una qualsiasi curva chiusa -y, che
sono ‘n’ buchi, il calcolo deve essere effettuato
USSO @, (F) di F attraverso la curval stessa v
¥); si hanno i due seguenti casi:

lora F' ammette potenziale vettoriale.

ii)

0, allora F', non ammette potenziale vettoriale, e la ricerca e

'"Vedi la definizione n. 77, a pag. 124



CAPITOLO 18. STUDIO DEI CAMPI VETTORIALI IN R? 137

dalla quale si ricava ¢'(z) e quindi ¢(z), che, sostituita nella
prima equazione, da il potenziale vettoriale cercato.

ii)
Gz = /&szdw + Q,b(y) = Gz = /_Fde + z:b(y)

Dove 1(y) & una funzione nella sola variabile y. Qui

0
0,G, = o </ —ng:c) + 4’

dalla quale si ricava 1’(y) e quindi
prima equazione, da il potenziale v
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6. Se rotF # (0,0,0), allora il campo vettoriale non ammette potenziale
scalare, e la ricerca e conclusa.

19.1.1 Insieme Sconnesso in R?

Se F ha come superfici singolari uno o piu Piani, allora 2 non ¢ Connesso;
in questo caso, valgono le solite considerazioni viste, a suo o, per i
campi in R? (Vedi paragrafo 18.1.1).

19.1.2 Insieme non Semplicemente Conn

Anche in R? si possono utilizzare le osservazion
con le dovute modifiche, poiché si sta trattan
seguano i seguenti punti

1. Vedi Punto 1 paragrafo 18.1.2

2. In R? non si parla di “Buchi}
del campo, non rompe la,
avere la seguente natt

circuitazione del cam-
*hiusa

il “Taglio” (cioe la retta, la
rarre le stesse conclusioni viste

lari” , sono punti, semirette, curve
ate, questi non rompono la connes-
cioe, se, per esempio, F ¢ definito in tutto
unto (oppure una semiretta o una curva Aperta

cemente Connesso®.

#Vedi Definizione n. 75 a pag.123



